5. VIBRAŢII ÎN SISTEME CONTINUE
Sistemele continue sunt acele sisteme mecanice la care ma​sele elementelor deformabile sunt comparabile cu masele elemen​telor considerate rigide.
La aceste sisteme:
- forţele de inerţie sunt distribuite în tot volumul;
- deplasarea (elongaţia) este exprimată printr-o funcţie continuă depinzând de poziţia punctului şi de timp;
- sistemul are un număr infinit de grade de libertate, cores​punzător infinităţii de valori cu care funcţia deplasare descrie, la un moment dat, poziţia punctelor corpului.
5.1. VIBRAŢIILE TRANSVERSALE ALE BARELOR DREPTE
	[image: image1.png]Z {axa neutra a sectiunil)

X (asa barei)

-
=~~~ — “Teformata

3 (directia de miscare)





	Fig. 5.1.1


 Se consideră bare drepte prismatice, cu un plan de simetrie (xOy). În prezenţa momentelor încovoietoare (M z) variabile în timp, se produc vibraţii transversale în planul de simetrie (fig.  

                                                                          5.1.1). Ecuaţia fibrei medii deformate:   
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în care M(x)=Mz es​te momentul încovoietor în
secţiunea x, iar EIz este rigiditatea la încovoiere a barei.
Relaţia (5.1.1) se derivează succesiv în raport cu x:
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s-au utilizat relaţiile diferenţiale între eforturi:    
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,
unde  p(x)  este sarcina distribuită pe unitatea de lungime a grinzii.
În continuare, deplasările y se vor nota cu  v(x, t).
Sarcina p(x) cuprinde:
- forţele de inerţie (deformata dinamică fiind deformata statică dacă la sarcini se mai adaugă forţele de inerţie):   
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- forţele perturbatoare  f(x, t) ; deci:   
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cu care ecuaţia (5.1.2) devine:    
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numita ECUAŢIA DE MIŞCARE.
Funcţia deplasare  v(x,t)  trebuie să satisfacă:
A) Condiţii iniţiale (la t = 0):     v(x, 0) = h(x);       
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B) Condiţiile la limită (determinate de modul de rezemare în secţiunea  x = xo):
a) încastrare rigidă:   - sageata nula  v(xo , t) = 0;        - rotire nula  
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b) rezem simplu rigid:   - sageata nula  v(xo , t) = 0;       - moment încovoietor nul
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5.1.1. VIBRAŢIA LIBERA  [ f (x, t) = 0]
Pentru ecuaţia (5.1.4) se caută soluţii de forma:  v(x,t) = yo .Y(x).sin (p t + ( ),            (5.1.6)
yo fiind o constantă de dimensiunea unei lungimi, iar Y(x) es​te o funcţie adimensională; ecuaţia mişcării este:     
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Se notează:   
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Ecuaţia diferenţială cu coeficienţi constanţi şi omogenă (5.1.7) are ecuaţia „în r”:
                                r 4 - ( 4 = 0;           r1,2 = (  i ( ;          r3,4 = ( ( ,  
deci:   Y(x) = C1 sin( x + C2 cos( x + C3 sh( x + C4 ch( x,                                                    (5.1.9)
cu derivatele:   Y’(x) = ( ( C1 cos( x - C2 sin( x + C3 ch( x + C4 sh( x )
                        Y”(x) = ( 2 (- C1 sin( x - C2 cos( x + C3 sh( x + C4 ch( x)                          (5.1.10)
                       Y’”(x) = ( 3 ( - C1 cos( x + C2 sin( x + C3 ch( x + C4 sh( x ).

Pentru x = 0:
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Cu acestea, (5.1.9) devine:
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Se notează FUNCŢIILE LUI KRÎLOV:
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ale căror derivate sunt:     S’(( x)= ( .V(( x);      T’(( x)= ( .S(( x); 

                                         U’(( x)= ( .T(( x);      V’(( x)= ( .U(( x).                                    (5.1.14)
(5.1.12) se scrie acum:
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iar derivatele au expresiile:
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                                                                                                                                                 (5.1.15’)
În concluzie, remarcăm că soluţiilor particulare: sin( x , cos( x , sh( x , ch( x  din (5.1.9) li se preferă alte patru soluţii (5.1.13), combinaţii ale precedentelor.
Constantele de integrare [sau: Y(0), Y’(0), Y’’(0) şi Y’’’(0)] se determină din condiţiile la limită.

APLICAŢIE

Să se studieze vibraţiile libere ale barei omogene din figura 5.1.2, încastrată la ambele  

                                   capete.
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	Fig. 5.1.2


Condiţiile la limită (la  xo = 0  si  xo = l):

                        v(xo , t) = 0;      
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introduse în (5.1.6) dau:

                                               - pentru  xo = 0:    Y(0) = 0;      Y’(0) = 0;

                                               - pentru  xo = l:     Y(l) = 0;       Y’(l) = 0;                                          (b)
cu aceste valori (5.1.15) devine:
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deci:    
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S-a obţinut un sistem omogen, cu necunoscutele Y’’(0) si Y’’’(0), ce are soluţii nebanale dacă:
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,  reprezentând ecuaţia pulsaţiilor proprii (( îl conţine pe p):   U 2(( l) - T(( l).V(( l) = 0;       
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Ecuaţia transcedentă (e), care este de forma: 
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                                                           5.1.3):         ( n = ( n l,  (n = 1, 2, . . . );                                 (f) 
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	Fig. 5.1.3


( 1 = 4,73;     ( 2 = 7,85;     ( n = 
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(5.1.8) devine: 
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                                                                       Dacă în ecuaţiile (d) ţinem cont de (f), rezultă:
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Forma deformatei grinzii care vibrează armonic cu pulsaţia  p n  este dată de  funcţia proprie

Yn (x), care se obţine din (c), având în vedere (h):
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unde constanta Yn”’(0) este arbitrară.
Mişcarea liberă cu pulsaţia  p n  şi  funcţia proprie Yn (x) determină MODUL PROPRIU DE VIBRAŢIE DE ORDINUL n:   vn (x,t) = yo n .Yn (x).sin (pn t + ( n ).                                               (j)
Pentru ca vibraţia să se producă dupa modul propriu de vibraţie de ordinul n este necesar să se asigure mişcarii condiţii iniţiale speciale:
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Ultimele egalităţi din acest sistem de ecuaţii ne dau:
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Mişcările libere – în general – nu sunt vibraţii armonice, dar pot fi reprezentate ca o suprapunere de moduri proprii de vibraţie:  
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din care deducem:   
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Constantele  yo n  şi ( n  se determină folosind ortogonalitatea funcţiilor proprii:
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Relaţiile (n) le înmulţim cu  Yn (x).dx  şi le integrăm:
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ultimele egalităţi din fiecare rând formează un sistem de doua ecuaţii cu necunoscutele  yo n  şi 

tg( n .
Modificarea condiţiilor la limită conduce la schimbarea pulsaţiilor proprii şi a funcţiilor proprii.

5.1.2. VIBRAŢII TRANSVERSALE FORŢATE
Se consideră forţa perturbatoare distribuită:      f (x, t) =  fo (x).sin ( t;                       (5.1.16)
ecuaţia de mişcare (5.1.4) devine:   
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Deplasările v (x, t) ale secţiunilor grinzii în vibraţia forţată se iau sub forma unei funcţii armonice în timp, sincronă şi în fază cu excitaţia:  v (x, t) =  Yo (x).sin ( t,                            (5.1.18)
pentru care ecuaţia (5.1.17) ia forma: 
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Funcţia Yo (x), soluţie a ecuaţiei (5.1.19) dă amplitudi​nile mişcării în lungul grinzii, când satisface condiţiile la limită; aceste condiţii vor fi implicit îndeplinite dacă Yo (x) se consideră sub forma unei dezvoltări în serie de funcţii proprii  Yn (x):
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(5.1.19) se scrie acum:
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în care Yn  este soluţia ecuaţiei vibraţiei libere:   
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(5.1.21) devine:    
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Înmulţim egalitatea (5.1.23) cu Yn (x).dx şi o integrăm având în vedere proprietatea de ortogonalitate a funcţiilor proprii:
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Dacă forţa perturbatoare  Po .sin ( t  este concentrată în secţiunea  x = xo , se utilizează funcţia Dirac ( (x), definită în cap. 3.2.11:   po (x) = Po . ( (x - xo).                                        (5.1.25)
Introducem expresia (5.1.25) în (5.1.24):
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Când  ( = pn , din relaţiile (5.1.24 şi 26) rezultă  Cn ( (, fenomen numit REZONANŢĂ.
5.2. VIBRAŢIILE DE RĂSUCIRE ALE BARELOR DREPTE, de secţiune circulară
                                                                          Considerăm un tronson de lungime dx (fig. 5.2.1) 
	[image: image52.png]




	Fig. 5.2.1


detaşat dintr-o bară cu rigiditatea la rasucire G.Ip şi momentul de inerţie masic pe unitatea de lungime J [Kg.m2 / m = Kg.m].

Bara execută vibraţii de răsucire sub acţiunea momentului perturbator distribuit Mto(x,t),  numit şi moment specific (ce acţionează pe unitatea de lungime), măsurat în [N.m / m = N]; deci asupra tronsonului acţionează momentul Mto(x,t).dx .

                                                                          
   În vibraţie, secţiunea x se roteşte faţă de poziţia sa de echilibru static cu unghiul ( (x,t), iar secţiunea (x + dx) cu:
 ( (x + dx, t) 
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, având sensul corespunzator momentului interior în secţiunea (x + dx).
Echilibrul dinamic al tronsonului dx:  
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Între momentul din secţiune Mt  şi răsucirea specifică 
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 există relaţia (cunoscută din „Rezistenţa materialelor”):  Mt = G.Ip .( = G.Ip .
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deci:     
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Momentul forţelor de inerţie pe unitatea de lungime a ba​rei: 
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Având în vedere expresiile (5.2.3 şi 4), relaţia (5.2.1) se scrie:
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reprezentând ecuaţia vibraţiilor forţate de răsucire ale bare​lor drepte.
5.2.1. VIBRAŢIA LIBERĂ

Ecuaţia acestei vibraţii se obţine din (5.2.5), în care se ia:    Mt o (x,t) = 0,                   (5.2.6)
deci:      
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Funcţiile  ( (x,t)  trebuie să satisfacă:
a) Condiţiile iniţiale (care precizează rotirea ( şi vi​teza de rotire  ( ( /( t  la timpul  t = 0, pentru fiecare secţiune a barei):   ( (x,0) = f (x);      
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b) Condiţiile la limită (care indică modul de rezemare la capete):
b.l) bara liberă la  x = 0  şi  x = l; din expresia (5.2.2) se deduce:
                       Mt (0,t) = G.Ip .
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b.2) bara încastrată la capete:   ( (0,t) = 0;       ( (l,t) = 0.                                            (5.2.9’)
Pentru ecuaţia (5.2.7) se caută soluţii de forma:  ( (x,t) = (o .( (x).sin (p t + (),       (5.2.10)
reprezentând mişcarea armonică şi în fază a tuturor punctelor barei, cu amplitudinile (o .( (x) variind de la secţiune la secţiune. (5.2.7) devine:  
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Cu notaţia:   
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ecuaţia (5.2.11) are soluţia:   ( (x) = C1 sin( x + C2 cos( x.                                                  (5.2.13)
Condiţiile la limită (ce trebuiesc satisfăcute la orice moment t) se transformă în condiţii pentru funcţia ( (x); de exemplu, pentru bara liberă având în vedere expresia (5.2.10), condiţiile (5.2.9) devin:      
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în care introducem (5.2.13) şi rezultă:   C1 = 0;     ( C2 sin( l = 0;                                        (5.2.15)
cum  ( ( 0  şi  C2 ( 0 , deducem că  sin( l = 0, deci  ( l = n (, sau:

                                                  ( = n ( / l , (n = 1, 2, . . .).                                                     (5.2.16)

(5.2.13) devine:   
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reprezentând o infinitate de funcţii care satisfac ecuaţia de mişcare şi condiţiile la limită.

(5.2.10) se scrie:    (n (x,t) = (o n .( n (x).sin (p n t + ( n), (n = 1, 2, . . .),                    (5.2.18)
expresie numită MOD PROPRIU DE VIBRAŢIE de ordinul n.

Din relaţiile (5.2.12 şi 16) rezultă pulsaţiile proprii: 
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Expresiile: 
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sunt numite FUNCŢIILE PROPRII (ale barei libere);  (o  conţine şi pe C2 .

Funcţiile proprii satisfac condiţiile de ortogonalitate:
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Verificare – pentru funcţiile proprii ale barei libere (5.2.20):

               
[image: image72.wmf];

)

sin(

2

)

sin(

)

sin(

2

)

(

sin

)

(

2

1

)

(

sin

)

(

2

1

)

(

cos

2

1

)

(

cos

2

1

cos

cos

0

0

0

0

0

n

m

n

m

l

n

m

n

m

n

m

n

m

l

x

l

n

m

n

m

l

x

l

n

m

n

m

l

x

d

x

l

n

m

x

d

x

l

n

m

x

d

x

l

m

x

l

n

I

l

l

l

l

l

-

-

=

ú

û

ù

ê

ë

é

+

+

+

-

-

=

=

+

+

+

-

-

=

=

×

+

+

×

-

=

×

×

=

ò

ò

ò

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p


pentru  m ( n  (  I = 0,  iar pentru  m = n  (  
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Pentru un mod propriu de vibraţie (5.2.18), condiţiile iniţiale (5.2.8) devin:

            (n (x,0) = (o n .( n (x).sin( n = f (x);   
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În general, când condiţiile iniţiale sunt oarecare, mişcarea liberă rezultantă este o suprapunere de moduri proprii de vibratie:  
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unde constantele  (o n  şi ( n  se determină din condiţiile iniţiale, prin dezvoltarea funcţiilor f  şi  g în serii de funcţii proprii: 
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Egalităţile (5.2.24) se înmulţesc cu  ( m (x).dx  şi se integrează:
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de unde: 
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Din relaţiile (5.2.8, 23 şi 24) rezultă:
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din identificare se obţine:   (o n . sin( n = B1 n ;      (o n  . pn . cos( n = B2 n ;
deci:   
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5.2.2. vibraŢia forŢatĂ

Momentul perturbator specific (pe unitatea de lungime) se consideră de forma:

                                           M t o (x,t) = M t o (x).sin ( t.                                                            (5.2.28)
Ecuaţia (5.2.5) devine:     
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Pentru răspunsul staţionar al sistemului se caută soluţie de forma:
                                           (o (x,t) = ( o (x).sin ( t,                                                                 (5.2.30)
care trebuie să satisfacă (5.2.29) şi condiţiile la limită.

Ecuaţia (5.2.29) devine:   
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Pentru ca  (o (x,t)  să satisfaca şi condiţiile la limită, este suficient ca amplitudinile  ( o (x)  să fie exprimate printr-o combinaţie liniară de funcţii proprii: 
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Din (5.2.12) deducem:  
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Cu substituţia (5.2.32), ecuaţia (5.2.31) se scrie:
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ecuaţie care – având în vedere (5.2.33) – devine:
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această relaţie se înmulţeste cu  ( n (x).dx  şi se integrează, ţinând cont de (5.2.21):
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Se observă că dacă  ( ( pn  atunci  Cn ( ( , producându-se rezonanţa.
5.3. VIBRAŢIILE LONGITUDINALE ALE BARELOR DREPTE
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	Fig. 5.3.1


Echilibrul dinamic al tronsonului dx din bară (fig. 5.3.1):
         
[image: image91.wmf]0

)

,

(

=

-

×

+

-

¶

¶

+

i

o

dF

dx

t

x

F

N

dx

x

N

N

.      (5.3.1)
Se exprimă efortul N şi forţa de inerţie pe unitatea de lungime (
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Ecuaţiile de mişcare şi condiţiile la limită sunt analoage celor stabilite pentru vibraţiile de răsucire, astfel în​cât rezultatele de mai sus se pot extinde şi la vibraţiile longitudinale, făcând corespondenţele:
( ( u(x,t);  G Ip ( E A;  J ( ( A, (( = densitatea volumică); Mt ( N; Mt o(x,t)( Fo (x,t).  (5.3.3)
6. VIBRAŢII NELINIARE
În continuare vom părăsi vibraţiile liniare pentru a le aborda pe cele neliniare, iar - mai departe - vibraţiile alea​toare.

Această acţiune este firească, teoria liniară fiind dez​voltată invers proporţional cu aria de cuprindere a domeniu​lui liniar, ce este inclus în cel neliniar şi sunt cuprinse am​bele în domeniul stocastic. O butadă spune că: a te ocupa de domeniul liniar este echivalent cu a căuta – noaptea -portofelul pierdut, sub un felinar (pentru că acolo este lumină mai mul​tă).
6.1. AUTOVIBRATII

În procesul de aşchiere a metalelor apar uneori vibraţii în absenţa forţelor periodice exterioare. Astfel, se observă că în timpul prelucrării unor piese echilibrate, pe o maşină-unealtă de precizie şi în stare perfectă de funcţionare, în lipsa oricărei forţe perturbatoare ce s-ar putea transmite prin fundaţie, se produc vibraţii - care influenţează preci​zia şi productivitatea procesului de prelu-crare. Forţa pertur​batoare, care este cauza acestor vibraţii, dispare o dată cu mişcarea oscilatorie, ceea ce constituie deosebirea principa​lă a acestor vibraţii faţă de cele forţate. De aici s-a dedus că forţa variabilă care întreţine mişcarea este creată şi di​rijată însăşi de mişcare. Acestor oscilaţii li s-a dat denu​mirea de autovibraţii.

Cauza acestor autovibraţii se consideră a fi frecarea va​riabilă dintre suprafeţele de degajare şi de aşezare ale cuţi​tului cu suprafaţa aşchiei, respectiv cu suprafaţa piesei pre​lucrate.





     
     Pentru studierea fenomenului se utilizează modelul 
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	Fig. 6.1.1


din figura 6.1.1: pe o bandă B întinsă pe două roţi de curea, având viteza vo, este aşezată o greutate, legată de două arcuri.

Forţa de frecare T dintre greutate şi bandă se arată în figura 6.1.2. Arcul stâng fiind întins, iar cel drept com-pri​mat, forţa elastică rezultantă Fe are sensul din figura 6.1.2.

Experienţa a arătat că forţa de frecare T variază cu  

              vi​teza alunecării între corpuri, după o curbă cu 
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	Fig. 6.1.2


minim (fig. 6.1.3), ceea ce infirmă legea lui Coulomb. Ta este forţa de frecare la repaus (aderenţă); la stânga minimului derivata 
T’ = dT/dv este negativă, iar la dreapta – pozitivă.

Aşezând greutatea pe mijlocul benzii, în primul moment se produce deplasarea spre dreapta (fig. 6.1.4 a): Fe creşte; dx/dt scade; viteza alunecării greutăţii pe bandă  v = vo = dx/dt  creşte de la zero (pentru că în primul mo​ment dx/dt = vo); T(v) scade până când  Fe = T, apoi  Fe > T  şi se produce deplasarea spre stânga (fig. 6.1.4 b): 
[image: image97.wmf]dt

dx

v

v

O

+

=

 creşte de la vo; T(v) depăşeşte minimul şi creşte; Fe scade pană la Fe = T,  apoi T > Fe  şi ciclul se reia.

Se observă că în acest caz frecarea nu frânează mişca​rea, ci provoacă şi menţine mişcarea oscilatorie.

Ecuaţia mişcării oscilatorii a greutăţii este de forma:  
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	Fig. 6.1.3
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Descompunem membrul drept în serie Taylor (presupu-nând că 
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astfel ecuaţia neliniară (6.1.1) se liniarizează:  
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	Fig. 6.1.4



Se face schimbarea de variabilă:
         x = x1 + T(v0) / k ,                                             
                                   (6.1.4)

ecuaţia (6.1.3) devenind:    
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                                   (6.1.5)
                                                                                                                  Poziţia x1 = 0, ce corespun-de lui  x = T(v0) / k  este pozi​ţie de echilibru, deoarece - aşa cum rezultă din ecuaţia (6.1.5) - aşezând masa m în această poziţie cu viteza 
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, rezultă că şi acceleraţia 
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; mişcarea oscilatorie se face în jurul acestei poziţii (fig. 6.1.5).
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	Fig. 6.1.5



Se fac notatiile cunosute:
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- daca  n ( p  mişcarea este aperiodică;
- dacă  n < p  (amortizare subcritică), se notează  p12 = p 2 –n2  şi soluţia ecuaţiei (6.1.5) este
 x1 = A . e - n t .sin (p1t+( ); rezul​tă că mişcarea greutăţii G este armonică şi poate fi:
   - cu amortizare pozitivă, când  n > 0 ;
   - cu amortizare negativă n ( 0 (care este cazul interesant), adică: 
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                      c + T’(v0 ) ( 0.                      (6.1.7)
                                                                                              Termenul T’(v0 ) reprezintă panta tangen-tei la curba de varia​ţie a forţei de frecare în funcţie de viteză. În cazul mişcă​rii oscilatorii, această pantă trebuie să fie negativă, adică curba T(v) să fie descrescătoare, pentru a se realiza n = 0. Pentru a rezulta o mişcare oscilatorie neamortizată este deci ne​cesar ca panta curbei descrescătoare T(v) să fie suficient de mare, pentru a verifica egalitatea (6.1.7) la viteze v0  mici.

Pentru a nu apare autovibraţii, deşi T’(v0 ) < 0, trebuie ca  n > 0, adică: c >(T’(v0 )(; (6.1.8)
dar  T = ( N = ( .m .g, deci  T’ = m .g . (’, iar (6.1.8) ia forma:  c > m .g((’ (v0 )(,              (6.1.9)
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	Fig. 6.1.6


din care deducem că pentru a preântâmpina apariţia autovibratiilor:
- coeficientul de amortizare c trebuie să fie cât mai mare;
- masa m - cât mai mică posibil.

Din compararea elementelor modelului cu cele reale, se con​stată următoarea analogie (fig. 6.1.6): greutatea G ( cuţitul 1, banda B ( aşchia 2 care alunecă pe fa​ţa de degajare a cuţitului; os​cilaţiile se produc în planul orizontal.

Frecarea se poate produce şi între suprafaţa de aşezare şi suprafaţa piesei, în care caz osci​laţia are loc într-un plan vertical.
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